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VARIÉTÉS DE DESCENTE, GERBES ET OBSTRUCTION DE
BRAUER-MANIN
JEAN-CLAUDE DOUAI - MICHEL EMSALEM - STÉPHANE ZAHND
(∗)
Résumé. Nous montrons omment assoier à une gerbe dénie sur un orps
de nombres une obstrution de Brauer-Manin mesurant, omme dans le as
des variétés, le défaut d'existene d'une setion globale. Cei nous onduit à
une généralisation de la dualité de Tate-Poitou au as non-abélien.
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Introdution
Soient k un orps de nombres, f¯ un k¯-revêtement de orps des modules k, et
G
(
f¯
)
la k-gerbe assoiée à f¯ (i.e la gerbe des modèles de f¯ , f [DD 1℄). Dans
[DDM℄, nous avons introduit la notion de variété de desente assoiée à f¯ . Si V est
une telle variété, la gerbe G
(
f¯
)
est alors isomorphe au hamp quotient [V/GLn],
pour un n idoine. En fait, il existe une innité possible de telles variétés de
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desente V orrespondant à une innité de hoix possibles pour l'entier n. Soit
maintenant K une extension de k : tout K-point de V dénit un K-point1 de G,
et réiproquement tout K-point de G se relève en un K-point de V . Il s'ensuit
que si V et V ′ sont deux variétés de desente orrespondant à la même k-gerbe
G, alors :
V (K) 6= ∅ ⇔ V ′ (K) 6= ∅
Forts de es observations, on veut omparer les invariants de V et V ′ ; ils ne
dépendent que de G. En partiulier :
BraV ≈ BraV
′ ≈ BraG,
et
Pic V ≈ Pic V ′ ≈ Pic G.
Cei nous amène à aluler l'invariant de Brauer-Manin
2 mH (V ) de V , à in-
troduire l'invariant de Brauer-Manin mH (G) de la gerbe G, puis à prouver que
mH (V ) = mH (G), l'intérêt de ette égalité étant sa validité pour toute variété de
desente V orrespondant à G (plus loin, nous dirons que V est une présentation
de G).
Tout e qui préède s'étend aux k-gerbes quelonques loalement liées par un
groupe ni (pour des raisons évidentes, de telles gerbes seront appelées gerbes
de Deligne-Mumford). L'appliation mH qui à une lasse de k-gerbes [G] assoie
l'invariant de Brauer-Manin d'un de ses représentants peut alors être vue omme
une généralisation de la dualité de Tate-Poitou dans le as abélien (nous renvoyons
au théorème 4.1 pour un énoné préis) ; et invariant vit dans le groupe de Tate-
Shafarevih
X
1
(
k, ̂¯H)D
où H¯ est le groupe d'automorphismes d'un objet de G
(
Spec k¯
)
.
Notations. k désigne dans es lignes un orps de aratéristique nulle (souvent
un orps de nombres), dont on xe une lture algébrique k¯. Pour toute k-variété
algébrique V , nous appelons groupe de Brauer ohomologique (ou simplement
groupe de Brauer, lorsqu'auune onfusion n'est possible) de V et nous noterons
Br V le groupe H2e´t (V,Gm). Nous noterons V¯ la k¯-variété obtenue à partir de V
par extension des salaires, le arré suivant étant alors ommutatif :
V¯ = V ⊗k k¯

ǫ // V
p

Spec k¯ // Spec k
1
Par K-point de G, on entend setion de la gerbe au-dessus de Spec K, ou enore objet de
la atégorie bre de G au-dessus de Spec K (que nous noterons G (Spec k)).
2
Le H de mH (V ) est mis pour faire référene au Prinipe de Hasse.
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De e diagramme, on déduit deux morphismes :
Br k
p˜
−→ Br V
ǫ˜
−→ Br V¯
On note Br0V (resp. Br1V ) l'image de p˜ (resp. le noyau de ǫ˜), et BraV le quotient
Br1V/Br0V . Pour tout groupe algébrique G, Ĝ désigne le groupe des aratères
de G ; lorsque A est un groupe abélien, nous noterons AD le dual (de Pontrjagin)
de A : Hom (A,Q/Z). Si H¯ est un Gal
(
k¯/k
)
-module, on note :
H i
(
k, H¯
)
= H i
(
Gal
(
k¯/k
)
, H¯
)
(i = 1, 2)
Si de plus k est un orps de nombres, on dénit :
X
i
(
k, H¯
)
= ker
{
H i
(
k, H¯
)
−→
∏
all v
H i
(
kv, H¯
)}
(i = 1, 2)
1. Rappels
1.1. Calul de BraV dans le as où V est un espae homogène de SLn
ave isotropie H.
Soient k un orps de aratéristique nulle, et V une k-variété algébrique lisse,
géométriquement irrédutible. De la suite spetrale
Hp
(
k,Hqe´t
(
V¯ ,Gm
))
=⇒ Hp+qe´t (V,Gm)
on déduit la suite exate longue
(1) 0 // H1
(
k, k¯ [V ]∗
)
// Pic V // Pic V¯ Gal(k¯/k)
BCD
@GF
//^^^^ Br1V // H
1
(
k, P ic V¯
)
// H3
(
k, k¯ [V ]∗
)
Posons :
U
(
V¯
)
=
k¯ [V ]
k¯∗
La suite exate (1) fournit une nouvelle suite exate :
(2) Pic V¯ Gal(k¯/k) → H2
(
k, U
(
V¯
))
→ BraV → H
1
(
k, P ic V¯
)
→ H3
(
k, U
(
V¯
))
Supposons que V est un k-espae homogène d'un k-groupe algébrique semi-simple
simplement onnexe G˜ (e.g SLn) ave isotropie un groupe ni, 'est-à-dire : il
existe un k¯-groupe ni H¯ tel que :
V¯ = G˜
(
k¯
)
/H¯
Nous avons alors la suite exate
0 −→ U
(
V¯
)
−→ U
(
G˜
(
k¯
))
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provenant de la bration G˜
(
k¯
)
→ V¯ . Or on sait (f le lemme 6.5 (iii) de [Sa℄)
que :
U
(
G˜
(
k¯
))
=
̂˜
G
(
k¯
)
= 0
La suite exate (2) se réduit alors à l'isomorphisme :
BraV
∼
−→ H1
(
k, P ic V¯
)
Remarque 1.1. Notons au passage que et isomorphisme tient enore lorsque V
est une variété algébrique propre (e.g projetive) dénie sur un orps de nombres
k. Car dans ette situation, d'une part le groupe H3 (k,Gm) est nul, et d'autre
part k¯ [V ]∗ se réduit évidemment aux onstantes.
Par exemple, (k étant toujours un orps de nombres) le groupe BraV (don
a fortiori B (V )) est nul lorsque V est une k-variété de Severi-Brauer, ou une
k-variété projetive lisse qui est une intersetion omplète de dimension ≥ 3. En
eet dans les deux as, on a : Pic V¯ = Z ('est évident pour les variétés de
Severi-Brauer, et 'est essentiellement une onséquene du théorème de la setion
hyperplane de Lefshetz dans le deuxième as).
1.2. Exemples.
(i) Si H = 0, alors V¯ ≈ G˜
(
k¯
)
, et Pic V¯ = 0 (ar Pic G˜
(
k¯
)
= 0 par le orollaire
4.5 de [FI℄).
(ii) Si H = µ est un k-sous-groupe entral de G˜, alors V = G = G˜/µ est
semi-simple, et Pic G˜
(
k¯
)
= µ̂
(
k¯
)
(par le orollaire 4.6 de [FI℄), d'où :
BraV = BraG = H
1
(
k¯/k, µ̂
(
k¯
))
= H1 (k, µ̂)
Pic G et BraG sont justiiables de la philosophie de Kottwitz : e sont des
invariants des groupes semi-simples qui sont nuls lorsque G = G˜ est simple-
ment onnexe. Ils peuvent don s'exprimer en fontion du entre Z
(
LG
)
du
dual de Langlands de G [Ko℄ ; lorsque G est semi-simple, e dernier oïnide
ave le dual du noyau du revêtement universel de G.
Cette remarque vaut enore pour
B (G) = ker
{
BraG→
∏
all v
BraGv
}
dans le as où k est un orps de nombres (le produit étant pris sur toutes
les plaes v de k).
(iii) Soient k un orps de nombres et prenons pour V un k-tore T . Alors (f le
lemme 6.9 de [Sa℄) :
Pic T¯ = H1
(
k, T̂
)
et BraT = H
2
(
k, T̂
)
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En outre :
B (T ) ≈X2
(
k, T̂
)
≈X1
(
k, T̂
)D
le deuxième isomorphisme étant fourni par la dualité de Kottwitz [Ko℄ qui
étend aux tores elle de Tate-Poitou.
(iv) Considérons maintenant un k-espae homogène de SLn ave isotropie un
groupe ni ; on suppose don qu'il existe un groupe ni H¯ tel que :
V¯ ≈ SLn,k¯/H¯
Alors Pic V¯ ≈ ̂¯H (f [BK2℄). On dispose en eet de la k¯-bration :
SLn,k¯ −→ SLn,k¯/H¯
à laquelle est attahée la suite spetrale
Ep,q2 = H
p
(
H¯,Hq (SLn,Gm)
)
=⇒ Hp+qe´t
(
V¯ ,Gm
)
Dans ette dernière, le terme E0,12 est nul
3
, don :
H1e´t
(
V¯ ,Gm
)
= H1
(
H¯,Gm
)
= Hom
(
H¯,Gm
)
= ̂¯H
D'où la :
Proposition 1.1. Soit V un k-espae homogène d'un groupe semi-simple sim-
plement onnexe G˜ ave isotropie un groupe ni H¯. Alors [BK2℄ :
BraV ≈ H
1
(
k, ̂¯H)
En outre, si k est un orps de nombres, et si on suppose que V a des points
loalement partout (i.e si Vv = V ⊗k kv a un kv-point, pour toute plae v de k),
alors :
B (V ) = ker
{
BraV →
∏
all v
BraVv
}
≈X1
(
k, ̂¯H)
Corollaire 1.1. Sous les hypothèses et notations de la proposition préédente, si
H¯ est sans aratère, alors BraV = B (V ) = 0.
Exemple 1.1. Le orollaire s'applique don si H¯ = SL (2,Fp) ave p 6= 2, 3, ou
enore si H¯ = An ave n ≥ 5. Plus généralement, il sut que H¯ soit égal à son
groupe dérivé.
3
En eet, Pic SLn = H
1
(
SLn,k¯,Gm
)
= Hom (Π1 (SLn) ,Gm) = 0 puisque SLn est simple-
ment onnexe.
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2. Interprétation omme hamp quotient des k-gerbes loalement
liées par un groupe algébrique fini
On s'intéresse don dans ette setion aux k-gerbes qui sont des hamps de
Deligne-Mumford [LMB℄. Rappelons d'abord la proposition 5.1 de [DDM℄ :
Proposition 2.1. Soient k un orps, et G une k-gerbe (pour la topologie étale)
qui est un hamp de Deligne-Mumford. Alors :
(1) Il existe une k-algèbre L ave ation à gauhe d'un groupe ni Γ admet-
tant k omme anneau des invariants telle que G soit isomorphe au hamp
quotient [Spec L/Γ] ;
(2) Il existe un k-shéma ane V , un entier n ≥ 0, une ation à droite de
GLn,k sur V et un 1-morphisme π : V → G ave les propriétés suivantes :
(i) π induit un isomorphisme du hamp quotient [V /GLn,k] vers G ;
(ii) V est lisse et géométriquement irrédutible ;
(iii) l'ation de GLn,k sur V est transitive et à stabilisateurs nis ;
(iv) pour haque extension K de k, haque objet de G (K) se relève en
un point de V (K) via π.
En partiulier, à ause de (iii) et (iv), si K est une extension de k telle
que G (K) 6= ∅,4 la K-variété V ⊗kK est isomorphe au quotient de GLn,K
par un groupe ni.
Remarques 2.1.
(a) Dans la remarque 5.2(b) de [DDM℄, il est montré que l'on peut en fait pren-
dre pour k-algèbre L une extension galoisienne nie de k, auquel as Γ est
l'ensemble des ouples (σ, ϕ) où σ ∈ Gal (L/k) et ϕ : σx
∼
→ x est un isomor-
phisme dans la atégorie (en fait, le groupoïde) G (L). Il y a une struture
de groupe sur Γ pour laquelle la projetion naturelle Γ → Gal (L/k) est un
morphisme surjetif, et le noyau H = H (L) est le stabilisateur ni dont
l'existene est donnée par le (iii) de la proposition 2.1.
A la gerbe G est aussi assoiée une extension (f [Gi℄, [Sp℄)
G ! (E) : 1→ H → Γ→ Gal (L/k)→ 1
dénissant une ation extérieure LH de Gal (L/k) sur H = H (L), et une
lasse de 2-ohomologie notée [G] dans H2 (L/k,LH) →֒ H
2 (k,LH).
(b) On obtient les mêmes onlusions en remplaçant dans la proposition 2.1 GLn
par SLn (f remarque 5.2() de [DDM℄).
4
Ce qui signie que l'ensemble d'objets Ob (G (K)) de la atégorie bre de G au-dessus de
Spec K est non-vide ; par la suite, nous fairons systématiquement et abus de langage.
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Une onstrution fondamentale
Partons de l'extension (E) de la remarque préédente :
(E) : 1→ H → Γ→ Gal (L/k)→ 1
Γ est un groupe ni ; on peut don le plonger dans SLn pour un ertain n, e qui
onduit au diagramme suivant :
(D) : 1 // H // Γ //

Gal (L/k) //



1
1 // H // SLn,k¯ //___ SLn,k¯/H // 1
SLn,k¯/H n'est pas un groupe, puisque H n'est pas néessairement normal dans
SLn,k¯. C'est seulement un k-espae homogène (toujours au sens de Springer [Sp℄),
d'où la présene des pointillés dans le diagrammme préédent. La èhe vertiale
Gal (L/k)



SLn,k¯/H
donne lieu à un 1-oyle dans Z1 (L/k;SLn, H), qui représente préisément la
lasse du k-espae homogène V du (2) de la proposition 2.1. La k-gerbe G ≈
[V/SLn] (assoiée à (E)) s'interprète alors omme la gerbe des relèvements du
k-espae homogène V à SLn. En d'autres termes, [G] est l'image de V par le
obord (f [Sp℄, [Do℄)
δ1 : Z1 (L/k;SLn, H) −→ H
2 (k,LH)
Dans la suite, nous appellerons présentation de G = [V/SLn] un ouple (V, π)
omme dans la proposition 2.1.
Remarque 2.2. La proposition 2.1 traduit en partiulier le fait que les deux
groupes de Brauer d'un shéma (ohomologique et Azumaya) oïnident lorsque
e shéma est un orps. En eet, si G ∈ H2 (k,Gm), alors il existe un n tel que
G ∈ H2 (k, µn), puisque le groupe de Brauer d'un orps, et plus généralement
d'un shéma régulier [Gr 2℄, est de torsion. Par onséquent, G est un hamp de
Deligne-Mumford, et il existe un entier n′ et un k-espae homogène V de SLn′
ave isotropie µn tels que
G ≈ [V/SLn′]
Remarquons que l'entier n′ peut être diérent de n, et 'est en partiulier le
as pour le orps kM onstruit par Merkuriev dans son artile sur la onjeture
de Kaplansky [Me℄ : il existe un élément de H2 (kM , SL2) qui ne provient pas
d'un élément de H1 (kM , PGL2) = H
1 (kM ;SL2, µ2) (mais qui est atteint par un
élément de H1 (kM , PGL4)).
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Cependant, l'espae homogène V n'est autre que la variété de Severi-Brauer
pré-image de G par le morphisme naturel
BrAzk −→ H
2 (k,Gm)
et on retrouve ainsi le point de vue de [EHKV℄.
3. Invariant de Brauer-Manin d'une k-gerbe loalement liée par
un groupe fini
Les k-hamps algébriques (en partiulier les k-gerbes qui sont des hamps de
Deligne-Mumford) sont des généralisations de la notion de shéma
5
. Par suite, il
est tout-à-fait naturel de dénir l'obstrution de Brauer-Manin d'une k-gerbe de
manière analogue à elle d'un k-shéma.
Soit don G une k-gerbe, qui est un hamp de Deligne-Mumford ; on suppose son
k-lien loalement représentable par un groupe ni H . Le site étale de G est déni
au hapitre 12 de [LMB℄. Le groupe de Brauer ohomologique BrG = H2e´t (G,Gm)
est déni dans [Ve℄ (où, d'une manière plus générale, la ohomologie d'un topos
loalement annelé est dénie). Il existe une suite spetrale (f [Ve℄, prop. 5.3) :
Hp
(
k,Hqe´t
(
G¯,Gm
))
=⇒ Hp+qe´t (G,Gm)
qui permet de dénir Br0G, Br1G et BraG de manière analogue à elle de la
setion 1.
Soit (V, π) une présentation de G (d'après nos onventions, on a don G ≈
[V/SLn]). Posons :
U
(
G¯
)
=
k¯ [G]∗
k¯∗
On a :
U
(
G¯
)
⊂ U
(
V¯
)
⊂ U
(
SLn,k¯
)
= ŜLn,k¯ = 0
L'analogue de la suite exate (2) assoiée à la suite spetrale préédente implique
alors :
BraG ≈ H
1
(
k, P ic G¯
)
≈ H1
(
k,Hom
(
Π1
(
G¯
)
,Gm
))
≈ H1
(
k,Hom
(
H¯,Gm
))
ar il est bien onnu que Π1
(
G¯
)
= H¯ (f [No℄), et nalement :
(3) BraG ≈ H
1
(
k, ̂¯H)
5
Plus rigoureusement, il existe un fonteur pleinement dèle de la atégorie des k-shémas
dans elle des k-hamps algébriques, déni en assoiant à un k-shéma S le hamp disret Sch
qu'il représente. Les objets de Sch n'ont pas d'automorphisme non-trivial, et réiproquement
tout k-hamp algébrique dont les objets n'ont pas d'automorphisme non-trivial provient d'un
k-espae algébrique via e fonteur. Nous renvoyons à [LMB℄ pour plus de détails.
VARIÉTÉS DE DESCENTE, GERBES ET OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 9
Si K est un orps qui est une extension quelonque de k, nous pouvons dénir
un aouplement :
G (K)× Br G → Br K
(x, b) 7−→ b (x)
où l'image b (x) peut être interprétée de diérentes façons (B désigne i-dessous
un représentant de b) :
(i) b (x) est la gerbe résiduelle de B au point x du hamp algébrique G =
[V/SLn] ;
(ii) x peut être vu omme une setion au dessus de Spec K du (1-)morphisme
strutural G → Spec k ; autrement dit, 'est un (1-)morphisme rendant om-
mutatif le diagramme (de morphismes de hamps) suivant :
G

Spec K //
x
99sssssssssss
Spec k
B étant un hamp (puisque 'est une gerbe) sur G, on peut onsidérer le
hamp image inverse x∗B de B par le morphisme x ; la gerbe x∗B ainsi
obtenue
6
orrespond exatement à b (x) ; elle est don obtenue par pull-bak
à partir de x et de B :
B
x∗B
x∗
r
r
r
r
r
r
G

Spec K //
x
99sssssssssss
Spec k
(iii) on peut interpréter B omme une algèbre d'Azumaya sur G (i.e un torseur
sous PGLn (OG) pour la topologie étale sur G) ; ainsi, la bre de B en x est
simplement une algèbre simple entrale sur K, et 'est préisément l'élément
b (x) de BrK reherhé. Notons que dans le as général, on ne peut utiliser
ette interprétation puisque les deux groupes de Brauer (ohomologique
et Azumaya) ne oïnident pas néessairement ; on sait ependant qu'ils
sont égaux dans de nombreuses situations (f [Gr 2℄, [Ga℄, [S℄. . . ) et que
ette égalité tient en partiulier dans le as des shémas anes [Ga℄. Or le
groupe de Brauer de G est relié au groupe de Brauer d'une quelonque de
ses présentations V ; omme un tel V est un espae homogène de SLn, V
est en partiulier ane, e qui rend légitime notre interprétation.
6
L'image inverse d'une gerbe par un morphisme de hamps est toujours une gerbe [Gi℄.
10 JEAN-CLAUDE DOUAI - MICHEL EMSALEM - STÉPHANE ZAHND
De plus, toute K-setion de la gerbe G (i.e tout objet de G (K)) est un H-
torseur sur SpecK (G est par dénition loalement équivalente à la gerbe TorsH ;
l'existene d'une K-setion implique que G|K est équivalente à la gerbe des H-
torseurs sur K). Si on suppose que K est un orps loal, on obtient alors l'énoné
suivant :
Proposition 3.1 (Cas loal). Soient K un orps loal, G une K-gerbe liée par
un groupe abélien ni H, et (V, π) une présentation de G. Le diagramme suivant
est ommutatif :
(Acc.1) V (K)

× BraV
!!C
CC
CC
CC
C
(Acc.2) G (K)

× BraG
≈
OO
// Q/Z
(Acc.3) H1
(
K, H¯
)
× H1
(
K, ̂¯H)
≈
OO ??
où :
 l'aouplement (Acc.1) : V (K) × BraV −→ Q/Z est déni omme suit : à
un point x de V (K), et à une lasse b dans BraV , on assoie :
〈x, b〉 = [sx (b)]x
sx désignant la setion
7
induite par x de la projetion anonique p (f [BK1℄) :
Br1V p
// BraV
sx
vv
 l'aouplement (Acc.2) : G (K) × BraG −→ Q/Z est déni de la même
manière que (Acc.1) ;
 l'aouplement (Acc.3) : H1
(
K, H¯
)
× H1
(
K, ̂¯H) −→ Q/Z est l'aouple-
ment de Tate pour les orps loaux.
Lorsque k est un orps de nombres, e que nous supposons à partir de main-
tenant, nous pouvons dénir pour toute plae v de k l'aouplement :
G (kv)× Br1 G → Q/Z
(x, b) 7−→ invv (b (x))
7
En eet, l'existene d'un point K-rationnel entraîne que la suite :
0 −→ Br K −→ Br1V −→ BraV −→ 0
est sindée.
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où omme d'habitude invv est l'invariant donné par la théorie du orps de lasses,
et b (x) est la lasse dans Br kv de Bx, où B est un représentant de b. Supposons
maintenant que G (kv) soit non-vide pour toute plae v de k, et restreignons nous
au sous-groupe B (G) de BraG déni par :
B (G) = ker
{
BraG −→
∏
all v
Bra G|kv
}
Nous dénissons ainsi un aouplement :
〈. , .〉 :
∏
all v
G (kv)×B (G) −→ Q/Z
((xv)v , b) 7−→
∑
all v
invv
(
b˜ (xv)
)
où b˜ est un relevé de b dans Br1G. Par analogie ave la dénition usuelle de et
aouplement (f [Bo 1℄), 〈(xv)v , b〉 ne dépend pas de (xv)v, et 〈(xv)v , b〉 6= 0 est
une obstrution à l'existene d'une setion k-rationnelle de Speck (i.e d'un objet
de la atégorie bre G (k)). Nous obtenons de ette façon un élément bien déni :
mH (G) ∈ B (G)
D = Hom (B (G) ,Q/Z) = Hom
(
X
1
(
k, ̂¯H) ,Q/Z)
puisque : B (G) ≈ X1
(
k, ̂¯H) ('est une onséquene immédiate de l'isomor-
phisme (3)).
Proposition 3.2 (Cas global). Soient k un orps de nombres et G une k-gerbe.
Pour toute présentation (V, π) de G :
B (V )
∼
←− B (G)
et mH (G) est égale à l'image de mH (V ) par l'isomorphisme :
B (V )D
∼
−→ B (G)D
L'isomorphisme B (V )
∼
←− B (G) résulte de l'isomorphisme
X
1
(
k, P ic V¯
) ∼
−→X1
(
k, P ic G¯
)
e dernier étant induit par les isomorphismes omposés
H1
(
k, P ic V¯
)
≈ H1
(
k, ̂¯H) ≈ H1 (k, P ic G¯)
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Nous avons le diagramme ommutatif :∏
V (kv) ×

B (V )
>
>>
>
Q/Z∏
G (kv) × B (G)
≈
OO
@@    
dans lequel la surjetivité de la èhe de gauhe provient de la proposition 2.1(iv).
On a vu que le alul de mH (G) ne dépendait pas de la famille (xv)v hoisie dans∏
all v
G (kv). De la même manière, on sait que le alul de mH (V ) ne dépend pas
non plus de la famille (yv)v hoisie dans
∏
all v
V (kv). Pour aluler mH (V ), on
peut don prendre pour (yv)v n'importe quel relèvement de la famille (xv)v. On
en déduit que mH (G) n'est autre que l'appliation omposée :
B (G)
∼
−→ B (V )
mH(V )
−−−−→ Q/Z
où mH (V ) ∈ B (V )
D
est donnée par : b 7−→ 〈(yv)v , b〉.
Dans la suite, nous verrons l'élémentmH (V ) omme un élément deX
1
(
k, ̂¯H)D.
4. 1/2-théorème de Tate-Poitou pour les groupes non-abéliens
Théorème 4.1. Soient k un orps de nombres, H un k-groupe ni, LH un k-lien
loalement représentable par H. L'appliation
mH : X
2 (k,LH) −→ X
1
(
k, ̂¯H)D
[G] 7−→ mH (G)
où X
2 (k,LH) désigne l'ensemble des lasses d'équivalene de gerbes loalement
liées par H admettant partout loalement une setion (i.e qui sont partout loale-
ment neutres), se fatorise par
X
2 (k,LH)
ab //
mH %%LL
LL
LL
LL
LL
LL
L
X
2
(
k, H¯
[H¯,H¯]
)
≈

X
1
(
k, ̂¯H
[H¯,H¯]
)D
où ab est l'appliation d'abélianisation naturelle, et l'isomorphisme vertial est
fourni par la dualité de Tate-Poitou.
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Remarque 4.1.
On peut étendre le théorème 4.1 au as où H est un k-groupe linéaire, i.e au as
où les k-gerbes onsidérées ne sont plus de Deligne-Mumford. Cei peut de faire
en remplaçant dans la onstrution fondamentale (de la setion 2) SLn par GLn.
Le théorème 4.1 peut alors être omplété par les deux résultats suivants :
(1) Si H est un k-tore T , mH prend ses valeurs dans X
1 (k,X∗ (T ))D :
mH : X
2 (k, T ) −→X1 (k,X∗ (T ))D
et oïnide ave l'isomorphisme donné par la dualité de Kottwitz pour les
tores [Ko℄.
(2) Si H est un k-groupe semi-simple, alors X1
(
k, ̂¯H) = 0 et
mH : X
2 (k,LH) −→X
1
(
k, ̂¯H)D = 0
est l'appliation nulle. On sait d'après [Bo 2℄ dans le as semi-simple (resp.
d'après [Do℄ dans le as semi-simple simplement onnexe) que toutes les
lasses de X
2 (k,LH) (resp. de H
2 (k,LH)) sont neutres. Ainsi l'obstru-
tion de Brauer-Manin est la seule dans le as semi-simple. Compte tenu
de la remarque (1) préédente, on en déduit que le même résultat vaut
dans le as des groupes rédutifs onnexes, puis dans le as des groupes
onnexes (f [Bo 1℄).
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